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Notion de logiq ‘

Compétences visées

e Utiliser le raisonnement convenable selon la
situation étudiée ;

e Rédiger des raisonnements mathématiques
et des démonstrations claires et logiguement
correctes ;

« Etudier la vérité d’une proposition logique.

e Comprendre le sens d'une proposition lo-

gique et donner sa négation.

Prérequis

e Propositions ; opérations sur les propositions ;
e Fonctions propositionnelles les quantificateurs.

e Les raisonnements mathématiques : raison-
nement par l'absurde ;

e Raisonnement par contraposée;

e Raisonnement par disjonction des cas rai-
sonnement par équivalence ;
e Raisonnement par récurrence.

Prolongements

i ' e Utiliser les notions logiques et rédiger des
raisonnements et démonstrations mathéma-
” ; tiques logiquement correctes.




9> JE VERIFIE MES ACQUIS

Dans chacun des cas suivants indiquer la bonne réponse :

Le nombre 2n*+4n + 1
(neN) est:

V3 estun:

L'expression x>+ 1> 2x
(xeR) est:

L'équation x*-x+1=0
admet :

V5 est solution de
['équation

I S I T S S e

La somme de deux
nombres impairs est un
nombre :

Le double d'un nombre
irrationnel est un
nombre

Pair

Nombre rationnel

Vraie

2 solutions
x*-4/5=0
Pair

V243> /5

12

L'ensemble Z est
'ensemble:

Vrai

Des entiers relatifs

Impair
Un entier naturel

Fausse

Rationnel
On ne sait pas
Faux

Des entiers naturels

Pas de solth
air

U

Somme de 3 carrés D

Un nombre irrationnel D

Une seule solution D
X+5=0 (]
Premier D
Irrationnel D
Vrai D
On ne peut pas conclure ||

Des entiers rationnels D



ACTIVITES DE DECOUVERTE (€<

On considére les énoncés suivants :

Tout nombre pair est divisible par 2;
/3eN;

3 est un nombre premier;
V2+y3=y5;

etmteQ.

1 « Recopier les énoncés (ci-dessus) et mettre un ¥ devant chacun des énoncés "vrai" et un F devant chacun
des énoncés "faux".

2 « Donner d'autres exemples des énoncés qui peuvent étre vrais ou bien faux.

A retenir:

Chaque énoncé qui peut étre ou bien "vrai" ou bien "faux" est appelé une proposition et les valeurs V' et F
sont appelées les valeurs de vérité.

Recopier les énoncés suivants et mettre a la place des pointillés l'un des liens suivants "ou" ou bien "et "

1 e x’-4 =0 signifie x =2...x = -2

5 ¢ Si n est un entier naturel alors . est pair... nest impair.

6 ¢ | x| =4 signifie x =4....x = -4.

Le professeur de mathématique Madame Asmaa a donné a ses éléves le tableau suivant:

» Recopieret compléter le tableau ci-dessous.

Enoncé Valeur de vérité de 'énoncé | La négation de l'énoncé

1T V2eo0
2 x+y|<]x|+]y]
3 aceRVa>a

4 J7=y3+a

5 | Lenombre 425625 est un multiple de 25

*13



%> ACTIVITES DE DECOUVERTE

Déterminer, parmi les énoncés suivants ceux qui sont vrais.
1 ¢ Si ABC estun triangle alors 4B + BC > AC.
2 o Si ABC est un triangle alors les points 4, B et C sont alignés.

3« Si /5 est nombre rationnel alors 5 est un carré parfait.

Soit n € N*

On consideére 'expression A(n)=n’-7n+6.

1 o Calculer A(1), A(2), A(3), A(4), A(5) et A(6).
2 o Est ce qu'on peut dire que pour tout n € N* :

Ona 4(n)<0

3 « Calculer 4(7).
4 o 'énoncé suivant est-il vrai ou faux : pour tout n € N* ona 4(n) <0.

Remarque:

La valeur 7 est appelée un contre exemple.

1 « Que peut on dire de ['énonce pour tout x € R x* < 0.
2 « Soit @ € R* supposons que a +% < 2 montrerque (a-1y <0.

3 « Que peut on conclure ?

1 o Vérifier que: 2° > 3
2 e Soit n e N*

Montrer que’;

Si 2">n alors 2" = n +1

3 o En déduire sans faire de calcul que 2* >4 et 2° >5et 2°> 6.
4 « Donner la valeur de vérité de 'énonce pour tout entier naturel n > 3 : 2" > n (Justifier ta réponse ).
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Aretenir:

Ce raisonnement est appelé raisonnement par récurrence

14+



J'APPRENDS LE COURS | €<

n Proposition ou assertion

1.1. Définition :

+ Une proposition ou une assertion est un énoncé mathématique quia un sens qui est soit vrai soit faux
- Une proposition est notée par: p,q,s,r...

+ On affecte a une proposition vraie le nombre 1 ou la lettre ¥ et on affecte a une proposition
fausse le nombre O ou la lettre F

V et F sont appelées les valeurs de vérités

Table de vérité de P

P vV F

Exemple

p:2 estun nombre pair V;

q:2+7+9 F

x est un nombre impaire, cette phrase ne représente pas une proposition.

1.2. Fonction propositionnelle.

- Une fonction propositionnelle est un énoncé mathématique dépendant d'une (ou de plusieurs)
variables appartenant a un ensemble £, sa valeur de vérité dépend de la variable ou des
variables de E.

On note une fonction propositionnelle par P(x);, A(x,y)

Exemple
p(x):xeR*A >x.

O(xy):(xy) € R*; & +y 263y,

m Connecteurs logiques

2.4 Négation d’une proposition

Soit p une proposition
La négationde p est la proposition noté p ounon (p) quiestvraiesi p est fausse et fausse
Si p estvraie

La table de vérité de p

» _
1 0
0 1

Exemple

pi2>v2; (1)

P:2<y2: (0)

g : 4 nedivise pas 116 ; (0)

g 116 estdivisiblepar 4 ; (1)

15



9> J'APPRENDS LE COURS

2.2. Conjonction

La conjonction des deux propositions p et ¢

. ) P q PAg
est la proposition noté pAg ou(p et q) : : :
définie par la table de vérité ci-contre : 0 0
Remarque: 0 1 0
La proposition pAgq estvraiesi p et g sont 0 0 0
a la fois vraies.

Exemple
(3 estimpair)et (vY3 & 0): (1) : 2+4+6=3x4et3x4+£12:(0)

2.3. Disjonction

La disjonction des deux propositions p et g est la propesition'noté. p V.grou( p ou ¢) définie
par la table de vérité ci-dessous

p q pVa

1 1 1

1 0 1

0 1 1

0 0 0
Remarque:

La proposition pV ¢ est fausse si les deux propositions p et ¢ sont simultanément fausse .
Exemple

9+6=15ou%>%:(1). /5N ou y9=-3:(0)

2.4. Implication

REMARQUE

Limplication des deuxpropositions p et g dans cet ordre est la proposition noté p = g et se
lit plimplique g définie par la table de vérité ci dessous

* Pour montrer que p q pP=q
p = q estvraie, on
doit supposer que 1 1 1
p estvraie et mon-
ter que ¢ estvraie 1 0 0
0 1 1
N
0 0 1
Remarque:

La proposition p = g est fausse uniqguement si p est vraie et g est fausse.
Exemple

x> 1 =>x2>x:(1);4estunnombrepair:>%eN: (0); V2 +4/3 =5 = 5estpremier: (1)

2.5. Equivalence

L'équivalence des deux propositions p et ¢ est la proposition noté p < ¢ etonlit p équivalent
a g ou p sietseulementsi g définie par la table de vérité suivante :

16



J'APPRENDS LE COURS

p q P=q

—_
o
o O

La proposition p < ¢ estvraiesi p et g ont simultanément la méme valeur de vérité .
Exemple

J3+47=757 estimpair: (0)  5>2e2+3=5:(1) V2>/3e4/16=-4:(1)

m Les quantificateurs.

Ily a deux quantificateurs, le quantificateur universel, noté Vv et se lit quelgue soit ou pour
tout et le quantificateur existentiel noté 3 et se lit il existe au moins: ona (Vae€ E):P(x)
quelque soit x de E ona: P(x) et 3x € E:P(x) il existe au moinsun %'de E telque: P(x).

Exemple
Ve R:x*>0 IxeRA-3x+2=0 IxeR x*-4x+4=0

- 3/ Se litil existe un et un seul

- On peut permuter des quantificateurs de méme nature mais on ne peut pas permuter des
quantificateurs de natures différentes

Lanégationde: (Vx € E):P(x) est: 3x € E: P(x) et lanégationde: (Ix € E): P(x) est:
(Vx€E):P(x)

Exemple
p:VneN*/n*=n g:IxeRA+1>x
p:ImeN/nw<n q:VxeERA+1=<x

m Les lois logiquesiou tautologies.

Une loi logique est'une proposition formée de plusieurs propositions p, ¢, r... liées entre
elles par des connecteurs logiques et qui est toujours vraie quelque soit la valeur de vérité
des propositions p, q, ...

Exemple

Montrer que p = g < p ou ¢ est une loi logique.

p q P P=9q poug (p=g)e poug
1 1 0 1 1 1
1 0 0 0 0 1
0 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1

17
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9> J'APPRENDS LE COURS

REMARQUE

Les lois logiques
pouqg e petq

et petq @;ou; [

sont appelés les lois
de morgan

REMARQUE

Ona

AUA=E

ANA =2

A et B sont deux
parties disjointes si

ANB=0

18

D'aprés la table de vérité précédente on a:
(p=q) = (pougq) esttoujours vraie donc c'est une loi logigue.

Les propositions suivantes sont des lois logiques :
“(p=q)=(pouq) * (p=q)=(q=p) *(petq)=(pougq) * (poug)=(petq)

D Les types de raisonnements.

5.1. Raisonnement par contre exemple.

Pour montrer que: Vx € R : P(x) est fausse, il faut est il suffit de montrer quesa négation est
vraie c'est a dire : Ix, € R/P(x,) estvraie le réel x, est appelé "contre exemple" .

Exemple
* Montrer que la proposition suivante est fausse.

Vx€eR x’-5x+4 >0 Ilsuffitde prendre x,=2 0na: 2°-5x2+4=-2<0

5.2. Leraisonnement par équivalences successives.

Ona:[peqgetqer]=perestune loilogique.
Exemple

* Soit x > 0 montrer.que x+%22

2 2
Onax+1>2 XS5 a0 X e 1> 00 car x>0
Et X2+ 1> 2 e ¥22x #1330 et x?-2x+1>0 e (x-17>0
Et comme (x- 1) > 0 est vraie pour tout x € R**

Alors.x=* % > 2 est aussi vraie Vx € R:.

cMa

Si p < r estvraie et r estvraie alors p estvraie

5.3. Le raisonnement par disjonction de cas.

Soit £ un ensemble non vide et 4 C E on note par 4 le complémentaire de 4 dans E c'est
adire A={x€ExE A} .
* Pour montrer qu'une propriété P(x) est vraie pour tout x de E.

Il faut et suffit de montrer que P(x) est vraie pour tout x de A4 et de montrer que P(x) et
vraie pour tout x de 4 . on peut aussi décomposer E en plusieurs parties disjointes deux a
deux et dont la réunion de toutes les parties est égale a E .

Exemple

* Soit » € N montrer que »n* + n est pair
On peut distinguer deux cas » pairet »n impairsi n est pairalors n = 2k avec k€ N etona:
n*+n=(2k) +2k = 4>+ 2k



n*+n=2(2k+k) et 2k*+ k€ N donc n’ + n est pair
Si n estimpairona n=2k+1avec ke N
et +n=2k+ 1)V +2k+1 =4 +6k+2 =2(2k*+3k+1) et 2’ +3k+1 €N

Donc n® +n est pair.

5.4. Le raisonnement par ’absurde

D'apreés la table de vérité de l'implication ¥ = F est une proposition fausse doncsi P = Q est
vraie et si O est fausse alors P sera forcement fausse donc P est vraie.

* Donc pour montrer qu'une proposition P estvraie onsuppose que P estvraie et on montre
que P = Q avec Q est une proposition fausse. On conclut que P est vraie.

Exemple
* Soit @ €& Q montrerque 2 +a & Q
Supposons que 2 +a € Q doncilexiste b€ O telque 2+a=5h
Donc a=b-2 etcomme 2€ Q et b Q alors a=b-2 € Q ce qui est absurde puisque

a® Qdonc2+aQ REMARQUE

5.5. Leraisonnement par contraposée
;: ; est appelée
l'implication contra-

Ona p=q s q=p estune loilogique donc: poséede p = ¢

Pour montrer que p = ¢ estvraie il faut et jlsuffit de montrer que ¢ = p est vraie

Exemple
Soit a et b deux réels tels que b4 0 et a+ 26%0 montrer que % #-3= 2’;—2212 #£5
Supposons que 2’+22l[’) =5:.0Nna Z+22% =5=a-2b=5a+10b
et a-2b="5a+10b = -4a = 12B%t -4a = 12b :%=%=-3,d'ou 4435 2’;22’;) £5
5.6. Le riSennementiparFécurrence REMARQUE
P(n,) est vraie
Soit no € N, Lapropriété P(n) estvraie pourtout n=>n, <1 et pour n>n, Pour montrer
Exemple ona:(P(n)= P(n+1))estvraie P(n)=pP(n+1)
on doit supposer
Montrer que: Vn € N ; n(n+ 1) est un nombre pair que P(n) estvraie
X et montrer que
*Pour n=0onan(n+1)=0 vraie P(n+1) estvraie

Soit n € N, supposons que : n(n + 1) est pair et montrons que: (n+ 1)(n+2) est paire.
Ona:(n+1)n+2)=n(n+1)+2(n+1)somme de deux nombres pairs est pair

et parsuite Vo€ N n(n + 1) est un nombre pair .

* Absurde: als * Négation: & * Contraposée : Sl slas



9> J'APPLIQUE LE COURS

1 Valeur de vérité
Donner la valeur de vérité de chacune des propo-
sitions suivantes
1e2+4+6+8=4X5.
2 o 425 est divisible par 25.
3ea+b’=(a+b).
4 « N estunensemble fini.
5¢ /5<y2+3.

6 o Toute partie non vide de N admet un plus
petit élément .

7 o Tout les nombres pairs sont divisibles par 4.

Réponses:
1 2 3 4 5 6 7
V V F F V V F
2 Négation

Nier les propositions suivantes

P:3xeR x*-7x+12=0.
P:vxeR x*+1>0.
P:(vxeR)(IyeR)Aay=1.
PoVxeR VyeR x*+)y* #1.
P:vxeR 2<x<5.
peVxeR IpeNp<x<p+1.

p»Vne N@me N/m = 4n.

Réponses:
Ona:

PuVxeR 1 x*-7x+12#0
P:IxeR:x*+1<0

P:3xeR VyeR xy#1

PoIxeR FyeRA +y =1
P:IxeRA<20ux=5

PeIxeR vpeN:x<poux=p+1

PrAneN VmeN : m+#4n

20

3 Les quantificateurs

Ecrire 3 l'aide des quantificateurs les propositions
suivantes.

P :ilexiste au moins un réel m tel que pour tout
xde Ronam=<x

q : Pour tout réel m il existe au moins un réel x
telque x*-mx-m’=0

r Il existe un réel e, pourtout x de R

OonNa xte-xe=x

Réponses:

P:ImeRNxeR m=<x
qg:VmeR Ix € RX?*-mx-m*>=

rrdeeR VxeR xte-xe=x

4 Raisonnement par contre exemple

Montrer par un contre exemple que a proposition
suivante est.fausse.

1 e VpeN* pi+2p+3 estpremier

Réponses:
T ePour p=1ona p*+2p+3=6 et 6 estnonpremier
donc la proposition: Vp € N* p*+2p + 3 est premier
est fausse.

5 Raisonnement par contraposée

1 « Soient x et y deux réels montrer que :
xX+ty>c=>2x>coUu22y>c

Réponses:

Onsaitque (p=¢) =I(g=p).

1+0na:

Non(2x >cou2y>c)=2x<cet2y<c (P).
(P) >2x+2y<c+c (P,).

(P,) =22(x+y)<2c (Py).

(Ps) =>x+y<c (P).

(Py) = Non (x+y>c).

Dol x+y>c=2x>cou?2y>c.

6 Raisonnement par disjonction des cas

1eSoitneN
Montrer que n(n+ 1)(n +2) estdivisible par 3



Réponses:

1 « Raisonnons par disjonction de cas:

[EEE n = 3k(ke N)

Donc n(n+1)(n+2)=3k(3k+1)(3k+2) =3h
Avec h=k(3k+1)(3k+2)eN

Donc n(n+ 1)(n+2) estdivisible par 3.

PEEH n=3k+1(keN)
Ona:n(n+1)(n+2)=(3k+1)(3k+2)(3k+3)
=3(3k+1)(3k+2)(k+1)

=3h

Avec h=(3k+1)(3k+2)k+1)eN

Donc n(n+1)(n+ 1) estdivisible par 3

n=3k+2
Onan(n+1)(n+2)=3k+2)(3k+3)(3k+4)

=3(3k+2)(k+1)(3k+4) =3h
Avec h=(3k+2)(k+1)(3k+4)e N

Donc n(n+1)(n +2) estdivisible par 3 et par suite :

vneN n(n+1)(n+2) estdivisible par 3

7 Raisonnement par récurrence

Montrer par récurrence

+1
1o VneN*,1+2+...+n=%
2n+1 n+2
2. VnEN,%EN
Réponses:
1ePourn=1
1(1+1 )
Ona:1 =(f)=1estvra|e.
Soit n € N*
n(n+1)
Supposonspar 1+2+.+n=——>5—=
+1 +2
et montronsque: 1+2+ . +n+n+1 =W

Ona:1+2+. . +n+n+l1-=

+1
@4.}14.1

_n(n+1)+2(n+1)
2

_(n+1)(n+2)
2

Donc d'apres le principe de récurrence ona Vn € N*

1+2+...+n=w

J'APPLIQUE LE COURS

:g.Pourn=Oona:¥=1EN
Soit n € N supposons que %
Que MEN

En effet: MEN

Donc 3keN/M=k

Cestadire: 37" +2"2 =7k
Etona:
3241 4 grt1e2 2
=37 X327+ 21 x 2
=377 X9 # 2" X 2

- 32n+1(7+2)+2n+2><2

= 22»1+1 X 7 + 32n+1 X 2 + 2n+2 X 2

=7 X3 +2(37+2"7)
=7 X3*+2 X7k
=7(37"+2k)=7h

Avec h=3*""+2k ,ona he N*

2Ant)+T g ut1e2
Donc % eN

2n+1 n+2
3" +2

Et par suite Vn e N Vi eN

8 Loilogique
1 o Dresser la table de vérité de
(poug)e(petq).

2 o En déduire que (poug)e(petq) est une

loi logique

Réponses:

e N et montrons

1.
P g4 p q POUq pouq petq poug = petq
11700 1 0 0 1
1001 1 0 0 1
0110 1 0 0 1
0011 0 1 1 1

2 o D'aprés la question 1) on peut remarquer que :

poug < p et g esttoujours vraie quelque soit les

valeurs de vérité de p etde ¢.

Donc pou g & p et g estune loilogique (c'est'une

des deux lois de Morgan ).




> JE M'EXERCE

Exercices d'application

1 Déterminer parmi les propositions suivantes
lesquelles sont vraies

1 e 3 divise 234 ou 3 est premier

2 e 10 est un carré parfaitou 2+8 < 7

3 ¢ 121 = 117 et tout les nombres pairs sont divisibles par 4
4evVxeR:(x#10U x#4)

S5¢(VxeR x#1)ou(vxeR x#4)

6e(IxelR x*-1=0)et(IxeRA*=16)

7e¢(IxeR (x*-1=0et x’=16)

2 Les propositions suivantes sont elles vraies ou
Fausses

1e (VxeR)(VyeR) x>y
2e (IeR)N(IWeER) x>y
3o (VxeR)VyeR) x>y
4¢ (IxeR)VyeR) x>y

3 Nier chacune des propositions suivantes :
lTevxeR FJyeR x=y
2evVe>0Jae]01[:VxeR |x|<a=x<c¢
3e pet(qgour)

4¢ pou(gour)

5¢dxeR vyeR x+y>x’

4 péterminer la valeur de vérité de chacune des
propositions suivantes

1 o Soit 4 unepartienonvidede N : I3peANneAn>p
2eVe>0 IneN:n*+n+1<e¢

BeVxeR x>6=x>2

4¢vVacR a=00ua<0

S5evxeR VyeR:x=youy=>x

6eVa>0 Vb>0:ya+b<ya+/b

5 Montrer al'aide d'un contre exemple que chacune
des propositions suivantes est fausse

pi.VneN* p’+n+3 est premier

22

P:vxeR :xX*>x
P:vxeR :x*-4x+4>0

P:vxeR n*+n’+n-1>0

6 Soit a et b deux réels positifs :

* Montrer que :
atb=0=a=0etb=0

7

1 « Montrer que: V(x,y) € (R*.)

X-y
x+ty

2 « Montrer que : VxeRi:x¢9=>x29 +/x

yE-Exo +9

3 « Montrerque: Y(a,b)ER? 1>+ b*=0=a=0et h=0
4 « Montrer que: VxR : Vye R* :

+
(x 1) oully +1)3 5% + /x+y/y-1

i Monter par raisonnement de disjonction de cas
que:

vne N n(2n*+ 1) estdivisible par 3

\
9
1 o« Montrer que: Vx € R*" : x+%28
2 « Montrer que V(g b) e (R:) %+%2 2

3 ¢ Montrer que: Vx e R %xzﬂ >x

10

1 e Soit n € N, montrer que n estun multiplede 3 < »’
est un multiple de 3

2 « Montrer par absurde de que 3 & Q

11 Résoudre dans R les équations suivantes

10 |2x-4|+|4x-12|=6 2 |x-6]-|5x-10]|=12

12 soit (x,y) € R* montrer que:
x#y=x-2)(y+2)F (x+2)(y-2).

13 Soient « et » deux réels strictement positifs.

. a2+b2
* Montrer que : aSb:WSb



14 Montrer que vxe R
Vx>+1-x>0 (disjonction des cas)

1S Soit meR

* Discuter suivant la valeur de m, les solutions de ['équa-
tion x>+ 1=m

16

1 o Etudier le signe de m?>-5m +4(m € R)

2 o En déduire suivant les valeurs de m le nombre de
solutions de 'équation x*+ 4mx +20m-16 =0

17

1 e Montrerque: VxeR : x¥*+x+10> 0

et x*’+3x+6>0et x*+2x+8>0

2 ¢ Endéduireque: (Vxe R)|x-2|<x?+2x+8

18

2 +—I 2
1 e Montrerque: vn € N*, 13@“-*”%

2 ¢ Montrerque: Vn € N, 1+3+5+...+(2n+1)=(n+1)

19

1 o Montrer que Vn € N, (12) - 1 est divisible par 11
2 ¢ Montrer que Vn € N, 9"+ 5"-2 estdivisible par 4

20

*Montrerque: Ve e N*:.2">n

21 Soit xeR

« Montrer que : |x-2|<%:%< xlz <%

22 péterminer parmi les propositions suivantes les
quelles sont vraies .

1 o 2 divise 2022 et 1 est un nombre premier.
2¢4/3<3ety/9=3.
3e2+4=2x30u5 estpair.

4 o | e produit de deux entiers naturels est négatif ou
-1eN .

5eSoitneN : n”>0=n+1<0

JE M'EXERCE

23 Donner la valeur de vérité de chacune des propo-
sitions suivantes :

TevxeR ,x*+1>0
2eVxeR , x*-x+1>0

8¢ IxeR,x>+x+4=0

4¢ IxecR,x*-27=0

5e¢ VvneN ,3keZ [/ n+2k estpair.

24 Nier chacune des propositions suivantes :
TevxeR ,1+x-x*>0

2e¢ xRN |, 1+n+n° est un carré parfait .
3evVxeR ,FyeR /x-y=1

4¢3xcR,vneN//n=x

25 Soit a et b deux réels positifs

«Montrerque: ya+yhb=0=a=0¢et b=0

26

1 e Soit xe R*
Montrer que : x¢12=>%;é%
2 ¢ Soit xe R*
Montrer que : x7é4=>xz4 #Vx .

3 o Soit x et y deux réels strictement positifs .

y-x , 1
y+x7é2 )

Montrer que: y # 3x =

27

1 ¢ Soit a et b deuxréels.

*Montrerque: a’+b*=0—=a=0etbh=0
2 o En déduire pour tout réels positifs x et y .
x#4 ou y¢4=>%¢\/}+fy-z.

28 Soit ne N

1 « Montrer que si n est pair alors »n* est pair.
20
a. Montrer que »n impair = n* estimpair .

b. En déduire par contraposée que : n” est pair — n est
pair.

3 « Que peuton conclure?

23
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> JE M'EXERCE

29 soit p et ¢ deux entiers naturels / ¢ # 0 et L

q
est une fraction irréductible .(C'est a dire % ne peut

pas étre simplifiée) .supposons que y2 = % .
1 o Montrer que p est pair.

2 e Posons p =2k avec ke N .

Montrons que ¢ est pair .

3 ¢ Que peut on conclure pour g .

4 « Utiliser le raisonnement précédente pour montrer par
l'absurde que V2 &£ Q .

30 Soit n e N\’

* Montrer par disjonction de cas que n(n + 1) est pair.

31 Soit ne N

» Montrer par disjonction de cas n(n+1)(n+2)(n+3)
un multiple de 4 .

32 soit ne N

* Montrer que n et »°+ 1 ont une parité différentes,.

33 Résoudre dans R l'équation: |x-5|=5.

34 Montrer par récurrence que :

leVneN,1+5+9+ ... +4n+1=(n+1)2n+1) .

2eVneN,2+4+6+...... f2n=n(n+1).

c> Jporoion i

35 Soit ae R

-Montrerque: |[a|<1T=sIreRx?*+2x+a’=0

36 Soit ne N

> Montrer que »’ + 3n + 2 est un nombre pair

37 SoitaeR-{1}

* Montrer par récurrence que vVn € N :

5 an+1_-|
tag+ai+ . g =5——
T+a+a +...+a a-1

24

38 Soient a et b deux réels montrer que :
a’+b*+1>2ab-2a+2b

39

1 » Montrer que :
vneN 7"+ 13"+ 19"-3 est divisible par 6
2 « Montrer que :

) ,7_4"+1'1
VheN,1+4+4°+  +4"= 3

40
1 ¢ Soit ne N*

P B 1 > 3n
*Montrerque: 1+ + 7+ . 452> 57
2« Soit ne N*

* Montrer que 3" > 1+ 2x?

41 Résoudre dans R les équations suivantes
14 [x-7x+12]=6

26 x'+2|x-2]-4=0

3o |x-3=2c+4

a2

2
1 » Montrerque: Vxe R * ;4

>| x|
2 « Montrer que V(x,y) € R?
xFd4etyF+F4=xy+16F4x+4y

3 « Montrerque: V(a, b,c)ER®, a*>+b*+c*>ab+ac+bc

43

1 « Montrerque: vxe R, vy eR

Xty +2
xFlouy+Fl=s—75Fx+ty

2 o Montrerque: vxe R vVyeR
x4+y4

x| #[yl==—=5—#(o)

44
1 « Montrer que: Vn e N*;
1+2+...+n=w

2 o En déduire que vn e N*;

1P+22+ . +nP=(1+2+ ... +ny



45 Soit n e N*

Posons a,=1X2X3X...Xn
- Montrer que vn € N*

1Xa1+2><a2+...+n><a,,=a,,+1-1

46 Soient a, b et ¢ trois réels vérifiant :

a=0=b0>0
a>0=5h<0
b#0=c¢>0

- Déterminer le signe de ces réels sachant que 'un d'eux
est strictement positif, le deuxiéme est strictement négatif
et le dernier est nul.

47 Soit ne N

1 » Montrer par disjonction de cas que n(n + 1) est pair

2 « En déduire que: (n*-1) n'est pas divisible par 8 = n
est pair

48

1 « Montrer que: Vn e N
+1)(3n+2
1+4+7+...+(1+3n)=w

2 « Montrer que: Vne N
2+6+10+...+(4n+2)=2(n+1)

49 Soit beR
*Montrerque: Ve >0 | b-1{|<e=b=1

50 Soit a un nombre réel a >.1.

1 « Montrer par absurde‘que: Vo € N* na>1
2 « Montrer par récurrence que :

vneN* (a+1)>n

3 ¢ En déduire que :

Vne N* :3"+4"+..2022" > 2020n

51 Recopier et compléter les pointillés par l'un des

connecteurs logique suivants =, ou <.

3exeR ; x=>1...... X’ >x

4¢ xeR;|x|=1...... x=10u x=-1

JE M'EXERCE

52

1 « Soit n et p deuxentiers naturels non nuls et de parité
différente .

* Montrer que » + p estimpair.

2 « Montrer par récurrence que Vn e N° n*+n+1 est
impair .

53 Soit a un réel strictement positif .

- Montrer que par 'absurde le triangle de cotés 4a, 5a,
6a n'est rectangle.

54 Soit x et y deux réels strictement positifs .

2x +
* Montrer que : y7£—x2+x1 — ;‘+21 ;é—’yi_

55 Montrerque chacune des propositions suivantes
est vraie.

1o ProvxeR xX*’-x+6>0.
26 P,:VxeER 2x*+x+1+#0 .

3¢ Py:VneN n’+3n+3 estunentier naturel impair .

56

1 « Nier chacune des propositions suivantes :
P:IxelR x*-x+1<0.

P:3xeR 3x*-x+3=0.

P :3neN n’+3n+2 estimpair.

2 o En déduire que les propositions P,, P, et P; sont
tous foursses .

57 Déterminer parmiles propositions suivantes celles
qui sont vraies.

P, 144 estpairet 2x4x0=0
P,:2+3=2%X3et1x7=7

P, : 8 est premier et 5 est pair.

P, :1+2+3=3X2o0u 3 estpremier.

Ps: /2 +4/3 =45 ou 4 est pair.

Ps : 3 divise 28 ou 2;5 =3,

58 Montrer par récurrence que :

1eVneEN, 1+5+9+. ... +(4n+1)=(n+1)(2n+1) .
2e VneEN, 1+7+13+...... +(6n+1)=(n+1)(3n+1) .

25
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> JE M'EXERCE

59 Montrer par récurrence que : 65 Montrer par récurrence que :
levVneN,1+2+4+ ... +2"=2""-1, 1+ Vne N,
2evneEN,1+3+9+ . ... +3"=%(3n+1_1)_ IX2+2X3+3X4+......... +n(n+1)=%n(n+1)(n+2).
26 VneN®, 12427+ +n2=—n(n+1)6(2n+1)
Montrer par récurrence que : 2 ?
o0 P d 3evneN*, 1°+2°+ ... +n3=7n(n4+1) .

1+ VvneN, 9"-1 estdivisible par 8 .

2e VYneN, 7"-1estdivisible par 6 . 66

*Montrer par disjonction de cas que : VxeR
x-2|<x*-x+2.

61 Soit n € N" on pose P(n)=8"+15"-2.

1 « Vérifier que P(1) estdivisible par 7 .

67
2 « Soit n € N" montrer que : » Montrer par récurrence que: van e N
P(n+1)=7(8"+2x15")+P(n) . 1 1 1 o
TX2 23 T (1)
3 » Endéduire parrécurrence que Vrn € N* P(n) est divi-
sible par 7 .
68

L. L, 1 o/ Montrer que Vn € N" 3x 4"+ 15 est divisible par 9
62 Donner la négation et la valeur de vérité de cha-

est divisible par 9 .
© P] ZVXER, x2>0

«P:IxeR/x*-4=0 ) 67
* Montrer par récurrence que : Vo e N* |, 37+ 2% est

. .
Pa.VneNona.4eN divisible par 11.

* P,:VneN [ 4n+3 estpair.

70 Soit a et b deux réels strictement positifs .
e P IxeER/x-7x+12=0 ‘b
* Montrer que : a<b:a<aT<b.

cP:IeER/¥+x+5>0

« P IxeR /x4 2 +9<0 71 Soit a et b deux réels strictement positifs .

- Montrerque: a<bh=—a<yab<h .

63 Ecrire 3 l'aide de quantifications chacune des

propositions suivantes : 72 Soit a et b deux réels striccement positifs .
. 2 1 1 2
< P, : Certains réels sont strictement inférieurs a leur carré.. *Montrerque: aSb—=p S+ S

+ P, : Aucun entier non nul ni supérieur strictement a son

carré . 73 Soit ne N .
« P, : Le carré de tout réel est positif . 1« Montrer que n est pair = »” est pair.
« P, 1Entre deux entiers consécutif, existe au moins un réel.. 2 ¢ En déduire que n* estimpair = n estimpair.

3 « Montrer que n estimpair = n’* estimpair.
64 4 « En déduire que n* est pair = n est pair.

o . _ 2
Montrer que: Vx €[-3,3], 3v2 > /9-x 5 « Que peut on conclure ?

26



74

1 « Soit x un réel striccement positif ;

* Montrer que x +% =2.

2 o Soit a et b deux réel strictement positif ;
b

a
* Montrer que v =2.
75 Soit a et b deuxréel;

* Montrer que a¢3etb¢3:%b;éa+b—3.

76 Soit p et ¢ deux propositions.
1 « Nier la propositions p et ¢ .

2 o En déduire la négationde p=g¢ .
3 o Nier la propositions p suivante .
1+2+3+4+5=15= 3 divise 15 .

4 « Justifier par deux facons différente que la proposition
p estvraie.

77 Soit x et y deux nombres réels;

T

x> +1

*Montrerque x#y et xy # 1= 2y+ .
y o+
78 Soit xeR

3
- Montrer que x #2y2 et x #£-2y2 & ET: #1.

79

+ Résoudre dans Rufx | +|x-2]=4 .

80

« Montrer par récurrence que : Vn € N 12" +23"-2 est
divisible par 11.

81

*Montrer par disjonction de cas que : vxeR

x-3|<x*-x+3.

82
1 « Etudier le signe de x?-9 dans un tableau .

2 ¢ Endéduireque: vxeR x*>9=x>30u x <-3.

JE M'EXERCE

83 Soit a , b deuxréels.
1 « Montrer par absurdeque ¢’ +b°=0=—a=b=0 .

2 o Soit x € R montrer que :

x2+y2+4=2(m+m)=x=y=0.

84 Montrer par disjonction de cas que les proposi-
tions suivantes sont vraies .

TeVxeRYX*+1+x>0
2e VxERYX*+4x+9+x+2>0

85 Montrer que les propositions suivantes sont des
lois logiques .

le p=gepoug
2e p=gqepetq
3 pougepetqg
4le petqepoug

5e¢ [pegetqer|=(per)

86 Soit (a,b)ER’ .

a. Montrer gqu'il existe ¢ € R tel que:

a2+ab+b2=<a+%b)z+c2.

b. En déduire que a*+ab+ 5> > 0 .

87

Montrerque: V(a,b)eR* i a>be=a*> b’ .

88 Soit n et m deux entiéres naturels non nul.
1 « Montrer que n*+mn+m’ # 1. (par ['absurde) .
2 o Endéduireque n*-n=m*-m—n=m .

3 « Montrer que vn € N* »n’-n pair.

89 Montrer par récurrence :
1evVneN 1 +6+36+---+6”=%(6”H_])_

2evneN 1+3+64+,,,+8ﬂ=%(8n+1_1) )

_(n+1)(7n+2)

3o vnEN1+8+15+ . +(Tn+1)= 5"

27
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90 Soit f la fonction définie sur N par f(0)=1et
vheN fln+1)=2f(n).

1 « Montrer par récurrence que: va € N fln)=2" .
2 e Soit: S,= A0)+ A{1)+...+ An) vneN

montrer que S, =2""-1.

91
1« Montrerque: Vne N 1+2+ ... tn=——s .

2 o Montrer que:
vne N 1P+2%+ ... +P=(1+2+ ... +n) .

92 Soit a € R et (p) lapropositionsuivante: Ixe R /
xX’tax+a’=0.

1 « Nier la proposition (p) .
2 « Montrer que la proposition (p) est fausse .

3 « En déduire que l'équation x’ =4’ admet une seule
solution dans R .

93 Soit p et ¢ deux proposition.
1 « Montrerque: (peq)—=[(pouq)et q ou pl
2 « Donner la négation de la proposition p < g

3 « Nier la proposition V(x,y) € R?,

xy=0=(x=00uy=0)

94 Montrer par récurrence que :

1o vneN (2022) -1 estdivisible par 2021 .
2evVneN 8=21+7n.

3¢ VneN 2%-3" estdivisible par 5 .

95 Soit a, b, x et y desréelsstrictement positifs.

+b
1 -Montrerque:x<y<=>§< Z;CH; <%.
2-Endéduireque:%< gz:gz <%.

96 Montrer que:

1eVneN
T+11+21+...... +(10n+1)=(n+1)5n+1).

2eVneN 1+10+10%+...... +10ﬂ+%(10n+1_1).

28

97 Résoudre dans R les équations suivantes :
1o |2x-4]|+|x-1|=3.
26 |x|+|x-1|+|x+3]=10.

3o |2x-1]-|x-2]=3.

98 Soit P l'ensemble des proposition, on déFfinit

l'application f: P—{0,1} telque vpe P .
*Si p estvraiealors flp)=1.

*Si p estfaussealors A(p)=0.

AAp)*f(p)=1
Ap)xfp)=0"

2 « Dresser latable devérité de (per q) et (pouq) dans
un méme tableau.

1 « Montrer gue.Vp &P {

3+Montrer que flpetq)=flp)xflq) et
R poug)=f(p)afiq)-fp)xfq) .

99 Soit f la fonction définie sur N par: f{0) =5 et
pourtout €N fln+1)=5fn).

1 o Calculer f{1), fl2) et A(3).
2 « Montrer par récurrence que: vn € N fln)=5"".
3.

a. Montrer par récurrence que :

VAEN 145+5%+ . +5 =1 (57-1).

b. En déduire en fonction de »n l'expression de
A0+ A1) +A2)+......... +f(n) .

100 Soit » € N montrer que :

1 ¢ n’-n estdivisible par 6 .

2 e n’-n estdivisible par 30 .

3 o n’-n estdivisible par 42 .

101 Résoudre dans R les équations suivantes
1e|x-1]+|x|-2=0

26 |2x-4]=]x-1]+1



Cocher la ou les réponses justes :

il

L'énoncésuivant: Vx € R
x’-x+4 >0 est:

2]

La négation

de la proposition vx € R
Jye Ry > x est:

Ecrire en utilisant les
quantificateurs la phrase
suivante : tout entier non
nul admet un autre entier
plus grand que lui

4]

Une proposition est :

5]

La conjonction de deux
propositions p et ¢ est
uniquement vraie si:

6]

Limplication p =g est
fausse si

Vrai

vxeRIyeRy<x

mneNvpeNn>p

Toujours fausse

p estvraie

p esth

I’t\'

JE M'EVALUE (€<

Faux Ni vrai ni faux

reRIyeRy<x CixeRvyeRy=<x

VpN*3n e N/n > e

N\

Toujﬁ
NS

vraie

neNn>p

Toujours ou bien vraie
ou bien fausse

p et g sonttoutes les deux
vraies a (a fois

p estvraie et g est fausse q estvraie

AUTO - FORMATION (€<

Vs

102 Soit a , b deuxréelstelsque b# 1et 2a+#b 104 Montrer par disjonction de cas que : )
- Montrer que : %#%: 22‘;+ll; ;é% . vneN n’-n estdivisible par 3 .
103 Montrer par récurrence que : 105 SoitaesR et heR .
a.vneN 1+5+9+ ... +4n+1=(n+1)(2n+1). 1+ Montrerque VxeR x*+ax+a’> 0.
b.vheN 1+2+4+ ... +2" =211, 2 « Endéduire que b*+ab+a>> 0.
»

*29



%> FICHE DE REMEDIATION

Activités de remédiation aux difficultés

1]

estvraie: (P) Vx€R x*+x+1>

Montrer que la proposition suivante

Objectif Remédier aux difficultés liées a:
« Erreurs de raisonnent logique
« La mauvaise application du cours

Critéres et indicateurs

Un exemple n'est pas une démons-
tration et un contre exemple pour

A=-3<0donc x*+x+1

0 ale méme signe que a=1>0

Pour x=1ona: x*+x+1=3>0

Donc la proposition est vraie.

@ Montrer que vx € R

2x + 1
x>1=>x+2 > 1

2x > 2
=
x+2>3

3 _
>§—1

2x+12>3

> 1
* i{ x+2>3

{

2x+ 1
x+2

=

Montrerque: Vxe R, x> +2x+3

Nier la proposition VxeR , x*’+2x+3 >0 .

donc VxR montrer qu'une telle proposition
Pirt]>0 est fausse

2+1 4 _ x-1 L'éleve a utilisé le fait que :

w2 2 a>b>0f4a b
Et comme x > 1 c>d>0T cad
Onaalors x-1>0 Et cetteimplication n‘est pas tou-
Etx+2>3>0 jours vraie

x-1
Donc <55 >0
Et par suite 2xx++21 >1
A*to-l‘-eﬁatw Voir corrigé p228
> 0. \ Montrerque:VxeR,x>2=>%>2.

3x+2

Nier la proposition VxeR , x>2— )

>2.

Evasion culturelle

>

Si faire de la logique consistait a raisonner correctement, il serait impossible
de connaitre le premier logicien ; mais il parait plus satisfaisant d'admettre
que la logique consiste a réfléchir sur le raisonnement, a énoncer des régles
ou des lois régissant les activités déductives, a décrire, par exemple en
les formalisant, les démarches du raisonnement. Nous pouvons alors sans
risque d'erreur désigner Aristote (384322 av. J.C.) [4] comme le fondateur
de la logique; il avait d'ailleurs conscience lui-méme d'étre un créateur,
puisqu'on peut lire dans les Topiques : « Dans le cas de cette étude, il n'y
avait pas une partie déja élaborée, une autre non : il n'existait rien du
tout». Aristote a principalement étudié le syllogisme, et son application
a la démonstration ; un exemple de syllogisme, étudié dans les Premiers
analytiques, situera les travaux d'Aristote : «si A est affirmé de tout B et
B de tout C, nécessairement A est affirmé de tout C ».
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